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Seriedi potenze

01 — Introduzione.

Le serie di potenze sono molto importanti perché costituiscono il punto di partenza per approssimare
una funzione qualunque. Sono anche alla base della teoria delle funzioni analitiche, unaimportante
classe di funzioni nel campo complesso.

Le seriedi potenze si rifanno ai concetti giaintrodotti di serie di funzioni e di numero complesso.
Tutti i concetti di convergenza giavisti per le serie di funzioni vengono estesi di conseguenza alle
serie di potenze.

02 — Seriedi potenzein C.
Sia an unasuccessione di numeri complessi (appartenentia C)con n appartenente ad

I+U{0} (n=0,1,2 ...).Sa z appatenentea C .S definisce seriedi potenze
laserie:

Selaserieconvergein C il limite acui tende si chiama sommadella serie.

Applicando alle serie di potenzei concetti gia visti in precedenza, possiamo riassumere :

-1- unaserie di potenze converge se e solo se
Htp
Yee R In(s) e N3 | D az |<a¥neNn>nle) Ype N
k=41
-2- seuna serie di potenze convergeallora an*ze &0 per n & « in

C ovvero |[an* ze] &0 per na o in R .

-3- unaserie di potenze si dice assolutamente conver gente se € convergente in
R laserie:
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w

> oz
a=0
-4 - unaserie di potenze assolutamente convergente € anche convergente, il viceversa
non e vero.
-5- unaserie di potenze si dice uniformemente conver gente su un sottoinsieme
A di C seeconvergenteinogni puntodi A eselasuasomma f(2)
etale per cui :

Heze R Inish e N3 }j{z} - az" <5 Nune Nu>n(s)vze d
Py

-6- unaserie di potenze e uniformemente convergentesu A sottoinsieme di
C seesolose:

H+p

Yee B u(sie Na Z.:xkzj’ <, WrelNn=nis)Vpe N ¥ze 4

Kmp+1

-7- unaserie di potenze € totalmente conver gente su un sottoinsieme A
d C selaserie:

i SUp “akz” |;z = f':l]

Hull

econvergentein R

-8- una serie di potenze totalmente convergente & anche uniformemente convergente, il
viceversa e falso.

03 - nsiemi di conver genza.

Datauna serie di potenze qualungue risulta naturale chiederci qualeel’insemede puntidi C
per i quali laserie converge.

Siccome i numeri complessi possono essere visualizzati sul piano rispetto ad un sistema di riferimento
cartesiano ortogonaleinmodoche z=x+iy (dove x elapartereae del numero complesso
ed y laparteimmaginaria), risultamolto convenienteriferire le proprieta delle serie di potenze al
piano cartesiano.

Allo scopo € di fondamentale importanzail teorema di Cauchy-Hadamard con il quale si determina
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un cerchio (nella rappresentazione cartesiana dei numeri complessi) centrato nell’ origine per tutti i punti
del quale (con eccezione dei punti sullacirconferenzadi cui non si fa alcuna affermazione) la serie di
potenze sicuramente converge mentre non converge per i punti esterni a cerchio. Il suddetto cerchio

si chiama cer chio di convergenza ed il suo raggio, raggio di conver genza della serie di potenze.

Il teorema (di cui omettiamo la dimostrazione) afferma che datala serie di potenze :

edil limite L reaefinito odinfinito della successione:

ﬂsupﬁfﬂz

Sl possono averetre cas :

-1- L= +0o & raggiodi convergenza p=0
a laseriedi potenze convergesoloper z=0

-2- L>0 araggiod convergenza p=1/L
a laseriedi potenze convergeper ogni z percui |zl <p (cerchiodi centro
0 eraggio p esclusalacirconferenza) , e non converge per i punti per cui |z| > p

(punti esterni a cerchio ed alla circonferenza) (sui punti dellacirconferenza |z| =
non si fa acuna affermazione)

-3- =0 araggiodi convergenza p =

a laserie di potenze converge per ogni puntodi C

Nel casoincui :

lirr sup?{ﬁz]jm g .:zn|

Il limite puo essere semplificato con I’ utilizzo del logaritmo (si utilizzail limite del logaritmo della

radice ennesima invece dellaradice ennesimamedesima, dovee an # 0) edel teoremadi Cesaro
(omettiamo la dimostrazione) :

] = o |
Esempi :
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-1- la serie di potenze (vedi la serie geometrica definitanel capitolo Successioni e
seriereal) :

w
2.z

il

ha coefficienti an=1 per cui il raggio di convergenzaé p=1 essendo:

Ex_ﬂsup’ijm=l

graficamente :
¥
C
I 1 "
cerchio di convergenza
-2- laserie di potenze:
=1
2=
2l .:"3!

(dove n!=1*2*3* . *n eil fatoridedi n) haraggio di convergenza
p = , quindi converge per ogni numero z complesso. Infatti (utilizzando la
formula semplificata) :

1

1l

al — il
TV SO kLS IO

Ao n—w o pl R g

(n— 1)l

i sup log| »

i e

onde il raggio di convergenza € infinito.
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-3- laserie di potenze :

haraggio di convergenza p=0 inquanto:

litny sup’f-.l'{?z_”:]jm # = +co

R=Fm H=m

per cui converge soloper z=0.

Nel casoincui p>0 graziea teoremad Cauchy-Hadamard possiamo affermare che la serie
di potenze converge dentro il cerchio di convergenza e non converge fuori dal cerchio di convergenza.
Il teorema non afferma nulla sui punti della circonferenza del cerchio di convergenza, ovvero per

lzZl=p .

Il seguente teorema descrive, in certe condizioni, il comportamento della serie di funzioni sui punti
dellacirconferenza del cerchio di convergenza. |l teorema afferma (omettiamo la dimostrazione) :

siadatal’ usuale serie di potenze ed abbiaraggio di convergenza p >0 . Sia
S={z appartenentea C;|z|=p}

I"'insieme dei punti sulla circonferenza del cerchio di convergenza. In generale la serie di
potenze converge in un sottoinsiemedi S .

In particolare, se p=1 eselaserie:

w
Z |':I:u+1 o ':I:'z|

H=ll

convergeese ana 0 in C per na o ,adloralaseried potenzaconverge per
ogni puntodi S-{1}.

Lacondizioneche p=1 non érestrittiva perché ogni serie di potenzecon p>0
(finito) puo essere trasformatain una serie di potenzecon p =1 facendo la sostituzione
z=p*w (ladimostrazione di cio € immediata).

Esempio:
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consideriamo la serie di potenze:

oo 1 "
§H+12
essendo :
1
b e 1
:u—m:-|,:3 1| R 1 r=w g 4]
(r—T1+1

il raggio di convergenzadella serie di potenzee p=1.

Si haanche:
1
lim @, = lim .y
M=o :u—}u:-l.-.g+1
Laserie:
© =1 |n+1-n-2| = 1 _
;'ﬂ”“ Z_.;*| GiAT+1 a4l §|m+1}(m+2} g(mm(mz}_

1 w
T2 Z{ m+1}(a+2}

converge perché la serie dell’ ultimo termine possiede una maggiorante convergente
(X (Un"2)) . Infatti :

= 1 =1
2 <2TF
w1 (2 HLe+2) o
parche
1 1

Lol
e+l +2  x

Valgono percio le condizioni richieste dal teorema per cui possiamo affermare che la serie
di potenze in questione converge nel cerchio di convergenza |z| <1 e sullacirconferenza
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|zl =1 con esclusione di z=1.

Per approfondire lo studio della convergenza di una serie di potenze, occorre tenere in considerazione
anche |I'importante teor ema di Abel che afferma (omettiamo la dimostrazione) :

sladatalausuale serie di potenze. Se essaconvergein z0 appartenentea C , alora
essa converge uniformemente nell’insleme {z;z=t* z0, 0< t< 1} cherappresenta
nel piano cartesiano un segmento di estremi 0 e z0:

¥

z0
fi-

0 \ ,

gegmento U cul la sene
coverge uniformemente

04 — Derivata complessa.

Nel punti del sottoinsieme A di C incui unaseriedi potenze converge, lasommadella
serie costituisce unafunzione complessa di dominio A . Si haquindi :

flz)=2a,z"z€ A
a=ll

Cosi come per le funzioni numeriche reali, anche per le funzioni complesse si definisce laderivata
nel punto z0 appartenentea A (dominio dellafunzione f ) alo stesso modo :

et O G

=5 Z— 2

Essendo come per le funzioni reali :

e continuando a valere le comuni regole di derivazione, facendo la derivata della serie di potenze
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Si ottiene:
L=}

Fizi=—"a,z" =laz" +2a,2 +3a;z° +4a,2” . +na, 2" +.. =3 na,z
Ml

Hel]

Laderivatadi una serie di potenze e una serie di potenze che halo stesso raggio di convergenza
della serie data (omettiamo la semplice dimostrazione).

Inoltre una serie di potenze puo essere derivata successivamente in tutti i punti in cui essa converge :

FMz) = 2.:133IJ +5cx3zl +12ﬂ432 --.+.-"3I:.-"3—1:I|:IHEH_2 +...= ZH[H—HGHEM_E
Hud

Sz =6a2" +24a,z +. +aln-Nn-Da,z"" +.. =3 aln-in- Da,z""
Hud

2o, 2o,

e tutte le derivate hanno raggio di convergenza uguale alla serie di potenzeiniziae.

Osservando laformadelle serie di potenza data e delle sue derivate si puo fare unaimportante
osservazione. Supponiamo di calcolare la serie di potenze e le sue derivate nel punto z=0.
Si ottiene cosl :

F0) =g
S0 =a
FN0) = Za,
F(0) = €a,

F(0) = rla,

Si ricava cosi I’importante formula :
Ui +
a, =—|j (0 Lz el {0}
Ml

che e allabase dello sviluppo in serie di Taylor.

Fine.
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